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Аңдатпа. Дифференциалдық теңдеулерге қатысты оқу материалдары жаңартылып 
берілген білім мазмұнындағы жоғары сыныптардағы математикаға енгізілген. Қазіргі 
уақытта «Дифференциалдық теңдеулер» тарауын оқыту әдістемесі қалыптасу жағдай-
ында. Мақалада аталған тарауды оқытуда компьютерлік технологияларды қолдану 
жолдары зерделенді. Компьютерлік технология құралы ретінде MathCAD қолданбалы 
бағдарламалар пакеті алынды.

Зерттеліп отырған жұмыста орта мектепте дифференциалдық теңдеулерді игеру ба-
рысында аталған теңдеулердің қолданбалылығы ашылған және математика мен физика 
пәндері арасындағы пәнаралық байланыс принципі басшылыққа алынған. Дифферен-
циалдық теңдеулерді MathCAD пакеті көмегімен шешуге үйрету мектеп оқушыларында 
компьютерлік технологияларды қолдана білуге бағытталған  шеберліктер қалыптасты-
рады. MathCAD пакетін қолдану барысында білім алушы дифференциалдық теңдеудің 
графиктік және сандық шешімін алуға қажетті шағын бағдарламалар құру әдістерін 
меңгереді. MathCAD пакеті арқылы физикалық құбылыстарды сипаттайтын сызықтық 
дифференциалдық теңдеулерді шешуге арналған  мысалдар қарастырылған. Тұтқыр 
ортадағы дененің қозғалысын, тербелмелі гармониялық және өшетін тербелістердің 
жағдайларын сипаттайтын дифференциалдық теңдеулері зерттелген. Аталған диффе-
ренциалдық теңдеулерді шешуге арналған  MathCAD ортасында бағдарлама жасалып, 
оларды қолдану технологиясы құрылған. 

Сонымен қатар мақалада  аталған теңдеулерді шешуде MathCAD қолданбалы бағдар-
ламалар пакетін қолдану алгоритмі қарастырылды.

Түйін сөздер: дифференциалдық теңдеулер, қолданбалылық мәселелері, физикалық 
мазмұндағы есептер, MathCAD қолданбалы бағдарламалар пакеті, теңдеудің графиктік 
және сандық шешімдері.
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Физикалық құбылыстарды сипаттайтын дифференциалдық теңдеулерді MathCAD қолданбалы 
бағдарламалар пакеті көмегімен шешу

Кіріспе

Дифференциалдық теңдеулер теориясы математика ғылымының негізгі бөліміне 
жатады. Дифференциалдық теңдеулер жаратылыстану және техникалық ғылымдардың 
зерттеу әдістемесінде жан-жақты қолданысқа ие болып отыр. Мұның негізгі себебін 
айтсақ, осы ғылымдарда кездесетін қолданбалы есептерді шешу жағдайында, зерттелетін 
құбылыстарды сипаттайтын әр түрлі шамаларды байланыстыратын математикалық 
заңдарды бірден табу мүмкін болмай отыр. Керісінше, белгілі бір құбылысты 
сипаттайтын шамалар және олардың туындылары арасындағы математикалық 
тәуелділіктер оңайырақ құрылады. Мұндай тәуелділіктердің математикалық модель-
дері дифференциалдық теңдеулер деп аталады. Жаратылыс тану ғылымдары диффе-
ренциалдық теңдеулер үшін тың мәселелердің көзі болып табылады және осы 
ғылымдардың зерттеу әдіснамасын айтарлықтай жетілдіреді [1]. 

Зерттеу әдістері

Орта мектептің 11 сыныбына арналған «Алгебра және анализ бастамалары» атты 
математика оқулығына «Дифференциалдық теңдеулер» атты тарау енгізілген. Аталған 
тарауды оқып үйрену барысында физика пәнінің мүмкіндігін пайдалануға болады. 
Өйткені орта мектеп физикасында дифференциалдық теңдеулермен сипатталатын 
процестер көптеп кездеседі. Мысалы, тұтқыр ортадағы дене қозғалысының түрлері, 
өзгермелі массалы дененің қозғалыс заңдары, механикалық және электр тербелістер 
құбылыстары және т.б. физикалық құбылыстар әр түрлі дифференциалдық теңдеу-
лер арқылы сипатталады. Орта мектептегі математиканы оқыту әдістемесінде 
дифференциалдық теңдеулерді игеруде физика пәніні бойынша оқу материалдарын 
пайдалану мәселесі жеткілікті түрде шешілмей отыр. Дифференциалдық теңдеулерді 
оқып-үйренудегі осы олқылықты жоюдың бір шешімі – компьютерлік технологияларды 
қолдану деп есептейміз. 

Біз физикалық құбылыстар мен нысандарды сипаттайтын параметрлер мен олардың 
туындылары арасындағы байланыстардың дифференциалдық теңдеулерін шешуде 
MathCAD қолданбалы бағдарламалар пакетін қолдану әдістемесін қарастырамыз.  
Бұл әдістемені іске асыру төмендегі ретпен (алгоритм) орындалады: 1) кез-келген 
физикалық үрдістің математикалық моделі жасалады, сөйтіп физикалық құбылыстың 
негізгі заңдары математика тұрғысынан сипатталады; 2) математикалық модель 
дифференциалдық теңдеу түрінде жасалады; 3) ерекше жағдайларда дифференциалдық 
теңдеулер қосымша шарттармен қамтамасыз етіледі;   4) дифференциалдық теңдеуді 
шешуге арналған MathCAD ортасында шағын бағдарлама құрылады;  5) MathCAD пакеті 
арқылы дифференциалдық теңдеудің график түріндегі немесе сандық шешімдері 
алынады; 6) дифференциалдық теңдеу шешімдері талқыланады және қарастырылып 
отырған физикалық құбылыстың бұрынғы және келешек уақыттардағы жағдайы 
туралы ақпараттар алынады. 
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Дифференциалдық теңдеудің жалпы анықтамасы мына мазмұнда: «Аргументі, осы 
аргументтің белгісіз функциясын және осы функцияның туындысын байланыстыратын 
теңдеулер дифференциалдық теңдеулер деп аталады» [2-7]. 

 Дифференциалдық теңдеулердің түрлері рет санымен сипатталады. Мысалы, бірінші 
реттік дифференциалдық теңдеу мынандай түрде болады:

F(x;y;y')=0  немесе  y'=f(x;y)

Аталған дифференциалдық теңдеуге мысалдар келтірейік. Бірінші реттік:  x2y'+2xy=y; 
Екінші реттік:  y''-2xy=x; Төртінші реттік дифференциалдық теңдеу мынандай түрде 
болады:  y(IV) – xy'' = 1 – x.

Дифференциалдық теңдеулердің шешімі ретінде  тәуелсіз у айнымалының орнына 
у=f(x) өрнегін қойғанда нақты теңдік беретін және дифференциалданатын функцияны 
айтады. Осы тұжырымды дәлелдеу үшін мынандай мысалды қарастырамыз: у = x2 
функциясы 2y – xy'  = 0 дифференциалдық теңдеудің шешімі болады және мұндағы 
x(-; +). 

 

𝑦𝑦′= 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 . 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐    

 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. 

 

0 

 

F=-r. 

 

-r = ma   ⟹    -r = m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑    ⟹   m𝑑𝑑
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0    ⟹      ln 𝜗𝜗
𝜗𝜗0

=-( 𝑟𝑟
𝑚𝑚) t   бұдан  =0𝑒𝑒− 𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑚𝑚  

 
 

m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 = 0   

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 0,1 = 0.   
 

𝑥𝑥′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + 𝜋𝜋

2) 

𝑥𝑥′′ = 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0
2 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + ) 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝜔𝜔0

2𝑥𝑥 = 0 
 

 

x'(t) = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 

 Шындығында осы функцияны берілген дифференциалдық теңдеуге 
қойсақ теңдік орнайды.

Дифференциалдық теңдеудің шешімін есептеп табуды интегралдау деп атайды. 
Осы себепті  бірінші ретті дифференциалдық теңдеудің шешімін табу жағдайында 
бір параметрге тәуелді болатын жалғыз функцияны ғана емес, бірнеше функциялар 
жиынын табамыз.

 Мысалы, y' = cosx теңдеуі берілсін. Туындының өрнегін мына түрде жазамыз:  

x(-; +). 
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немесе   dy = cosx dx. Табылған теңдеудің екі жағын да интегралдаймыз: ∫dy=∫cosxdx. 
Демек  y = sinx + C болады.

С тұрақты шама және оның кез келген мәнінде қарастырылған теңдеудің шешімі бола 
алатын x-ті және кез келген С тұрақты шамаға тәуелді  болатын   y = f(x;C) функциясын 
осы дифференциалдық теңдеудің шешімі деп атаймыз. 

1-анықтама. Тұрақты шаманың   C = C0 жағдайында y = f(x; C)  теңдеудің жалпы 
шешімінен шығатын y = f(x; C0)  функциясы дифференциалдық теңдеудің дербес шешімі 
болады.

2-анықтама. f(y)dy = g(x)dx тедеуімен берілген дифференциалдық теңдеуді айны-
малалары ажыратылған дифференциалдық теңдеу деп атайды.

3-анықтама. f1 (x) ∙ g1 (y)dx + f2 (x) ∙ g2 (y)dy = 0  дифференциалдық теңдеуін айны-
малылары ажыратылатын дифференциалдық теңдеу деп атайды. 

Зерттеу нәтижелері

Дифференциалдық теңдеулердің әрбір түрін компьютерлік технология көмегімен 
шешу жолдарын қарастырайық. Компьютерлік технология ретінде Visual  Basic, АВСPascal, 
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Физикалық құбылыстарды сипаттайтын дифференциалдық теңдеулерді MathCAD қолданбалы 
бағдарламалар пакеті көмегімен шешу

C++, Python, Java,  MathCAD және тағы басқа бағдарламалық ортаны пайдалануға болады. 
Біз дифференциалдық теңдеулерді оңтайлы шешу құралы ретінде MathCAD 

қолданбалы бағдарламалық пакетін қолдандық. MathCAD пакеті арқылы физикалық 
құбылыстарды сипаттайтын сызықтық дифференциалдық теңдеулерді шешуге 
арналған  мысалдар қарастырамыз [8-11]
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 жылдамдықпен қозғалсын. t=0  
уақыт моментінде оның қозғалтқышы ажыратылды. Су ортасының кеме қозғалысына 
кедергі күші оның жылдамдығына пропорционал болсын: F=-r
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. Кеме жылдамдығының 
уақытқа тәуелді теңдеуін табу керек.

Талдау: Қозғалтқышты ажыратқаннан кейін, кемеге тек судың кедергі күші ғана әсер 
етеді. Демек кеменің қозғалыс теңдеуі мынандай түрде болады:
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Бұл теңдеу бірінші ретті дифференциалдық теңдеу деп аталады. Дифференциалдық 
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 теңдеуін интегралдаймыз: 
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= − ∫ ( 𝑟𝑟
𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0    ⟹      ln 𝜗𝜗
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=-( 𝑟𝑟
𝑚𝑚) t   бұдан  =0𝑒𝑒− 𝑟𝑟𝑟𝑟
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 Теңдеу Рунге-Кутты әдісімен шешіледі. MathCAD 
пакетіне енгізілген rkfixed  Рунге-Кутты функциясы көмегімен қайық жылдамдығының 
0 және 100 уақыт интервалы арасындағы 100 мәні есептеледі (Листинг 1). 

Дифференциалдық теңдеудің графиктік шешімі сол жақта (қызыл түсті график), ал 
сандық шешімі оң жақтағы кесте түрінде көрсетілген.

Листинг 1

m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 = 0  дифференциалдық теңдеуді шешу үшін төмендегі 

шамаларды енгіземіз: m = 20 кг  және  r=2 кг/с. Қайықтың бастапқы 
жылдамдығы 10 м/с. Сонда теңдеу мынандай түрге келеді: 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 0,1 = 0.  
Теңдеу Рунге-Кутты әдісімен шешіледі. MathCAD пакетіне енгізілген rkfixed  
Рунге-Кутты функциясы көмегімен қайық жылдамдығының 0 және 100 уақыт 
интервалы арасындағы 100 мәні есептеледі (Листинг 1).  

Дифференциалдық теңдеудің графиктік шешімі сол жақта (қызыл түсті 
график), ал сандық шешімі оң жақтағы кесте түрінде көрсетілген. 

 

 
Листинг 1 

2 мысал. Орта мектепте физика пәні бойынша оқушылар екі түрлі 
тербелетін жүйемен танысады: математикалық маятник және серппедегі жүктің 
механикалық тербелістері. Бұл механикалық жүйелер еркін тербелмелі 
жүйелерге жатады. Еркін тербелмелі жүйеге дене немесе денелер жүйесі ішкі 
күштер әсерінен еркін тербелістер жасайтын жүйелер мысал бола алады. 
Математикалық маятник үшін ішкі күш түріне денеге әсер ететін ауырлық күші 
мен жіптің   керілу күшін алмастыра алатын тең әсерлі күш жатады. Ал 
пружинадағы жүкке серппедегі серпімділік күші ғана әсер етеді және ол ішкі 
күш болады. 

Серіппенің серпімділік күшінің әсерінен болатын жүктің горизонталь 
стержень бойымен жасайтын гармониялық тербелісін қарастырайық ( 1-сурет).  
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2 мысал. Орта мектепте физика пәні бойынша оқушылар екі түрлі тербелетін жүйемен 
танысады: математикалық маятник және серппедегі жүктің механикалық тербелістері. 
Бұл механикалық жүйелер еркін тербелмелі жүйелерге жатады. Еркін тербелмелі жүйеге 
дене немесе денелер жүйесі ішкі күштер әсерінен еркін тербелістер жасайтын жүйелер 
мысал бола алады. Математикалық маятник үшін ішкі күш түріне денеге әсер ететін 
ауырлық күші мен жіптің   керілу күшін алмастыра алатын тең әсерлі күш жатады. Ал 
пружинадағы жүкке серппедегі серпімділік күші ғана әсер етеді және ол ішкі күш болады.

Серіппенің серпімділік күшінің әсерінен болатын жүктің горизонталь стержень 
бойымен жасайтын гармониялық тербелісін қарастырайық ( 1-сурет). 

 

Сурет 1  – Серппедегі шариктің тербелісі

Гармониялық тербелістер жасайтын дененің координатасы уақытқа байланысты 
мынандай заңдылыққа бағынады x= xm  cos(ω0 t + φ0). Дене координатасының бірінші 
(шариктің жылдамдығының теңдеуі) және екінші (үдеуінің теңдеуі) туындыларын 
есептейміз. 

Осы екі теңдеуден мына қатыстың орындалатыны белгілі болады:

Табылған теңдеу гармониялық тербелістердің дифференциалдық теңдеуі деп 
аталады. Бұл теңдеудің аналитикалық шешімі x= xm  cos(ω0 t + φ0). 

Гармониялық тербелістің дифференциалдық теңдеуі мынандай түрде берілген:   
x''(t) + ω2x(t) = 0. Осы дифференциалдық теңдеуді MathCAD ортасында шешу әдісін 
қарастырайық.  Тербелістер жасайтын жүктің циклдік жиілігі ω=2рад/с. Бастапқы 
шарттарды мына түрде жазамыз:   x(0) = 0,  x'(0) = 1.0. 

Жүктің уақытқа тәуелді жылдамдығының және координатасының график түріндегі 
шешімін табу керек. 

 
Сурет 1  – Серппедегі шариктің тербелісі 

Гармониялық тербелістер жасайтын дененің координатасы уақытқа 
байланысты мынандай заңдылыққа бағынады 𝑥𝑥 =  𝑥𝑥𝑚𝑚 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0). Дене 
координатасының бірінші (шариктің жылдамдығының теңдеуі) және екінші 
(үдеуінің теңдеуі) туындыларын есептейміз.  
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𝑥𝑥′′ = 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0
2 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + ) 

Осы екі теңдеуден мына қатыстың орындалатыны белгілі болады: 
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝜔𝜔0

2𝑥𝑥 = 0 
Табылған теңдеу гармониялық тербелістердің дифференциалдық теңдеуі 

деп аталады. Бұл теңдеудің аналитикалық шешімі 𝑥𝑥 =  𝑥𝑥𝑚𝑚 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0). 
Гармониялық тербелістің дифференциалдық теңдеуі мынандай түрде 

берілген:   x''(t) + 2x(t) = 0. Осы дифференциалдық теңдеуді MathCAD 
ортасында шешу әдісін қарастырайық.  Тербелістер жасайтын жүктің циклдік 
жиілігі   =2рад/с .   Бастапқы шарттарды мына түрде жазамыз:   x(0) = 0,  x'(0) 
= 1.0.  

Жүктің уақытқа тәуелді жылдамдығының және координатасының график 
түріндегі шешімін табу керек.  

Табылған дифференциалдық теңдеуді сызықтық жағдайда интегралдау 
үшін MathCAD пакетінен Given – Odesolve есептеу блогын қолданамыз. 
Нәтижесінде дифференциалдық теңдеудің график түріндегі шешімдерін 
табамыз. (Листинг 1).  
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= − ∫ ( 𝑟𝑟
𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0    ⟹      ln 𝜗𝜗
𝜗𝜗0

=-( 𝑟𝑟
𝑚𝑚) t   бұдан  =0𝑒𝑒− 𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑚𝑚  

 
 

m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 = 0   

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 0,1 = 0.   
 

𝑥𝑥′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + 𝜋𝜋

2) 

𝑥𝑥′′ = 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0
2 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + ) 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝜔𝜔0

2𝑥𝑥 = 0 
 

 

x'(t) = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 

x(-; +). 

 

𝑦𝑦′= 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 . 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐    

 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. 

 

0 

 

F=-r. 

 

-r = ma   ⟹    -r = m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑    ⟹   m𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 = 0   
 

𝑑𝑑


=-( 𝑟𝑟
𝑚𝑚)dt   

 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜗𝜗


0

= − ∫ ( 𝑟𝑟
𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0    ⟹      ln 𝜗𝜗
𝜗𝜗0

=-( 𝑟𝑟
𝑚𝑚) t   бұдан  =0𝑒𝑒− 𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑚𝑚  

 
 

m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 = 0   

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 0,1 = 0.   
 

𝑥𝑥′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + 𝜋𝜋

2) 

𝑥𝑥′′ = 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0
2 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + ) 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝜔𝜔0

2𝑥𝑥 = 0 
 

 

x'(t) = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 
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Физикалық құбылыстарды сипаттайтын дифференциалдық теңдеулерді MathCAD қолданбалы 
бағдарламалар пакеті көмегімен шешу

Табылған дифференциалдық теңдеуді сызықтық жағдайда интегралдау үшін MathCAD 
пакетінен Given – Odesolve есептеу блогын қолданамыз. Нәтижесінде дифференциалдық 
теңдеудің график түріндегі шешімдерін табамыз. (Листинг 1). 

 

Листинг 2

Көк түспен берілген график дифференциалдық теңдеудегі функцияның бірінші 
туындысының графиктік шешімі:  

x(-; +). 

 

𝑦𝑦′= 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 . 

 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐    

 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 = ∫ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐. 

 

0 

 

F=-r. 

 

-r = ma   ⟹    -r = m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑    ⟹   m𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 = 0   
 

𝑑𝑑


=-( 𝑟𝑟
𝑚𝑚)dt   

 

∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝜗𝜗


0

= − ∫ ( 𝑟𝑟
𝑚𝑚)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡

0    ⟹      ln 𝜗𝜗
𝜗𝜗0

=-( 𝑟𝑟
𝑚𝑚) t   бұдан  =0𝑒𝑒− 𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑚𝑚  

 
 

m𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑟𝑟 = 0   

 
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 0,1 = 0.   
 

𝑥𝑥′ = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + 𝜋𝜋

2) 

𝑥𝑥′′ = 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 = −𝑥𝑥𝑚𝑚 𝜔𝜔0

2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0) = 𝑥𝑥𝑚𝑚𝜔𝜔0
2 cos(𝜔𝜔0𝑡𝑡 + 𝜑𝜑0 + ) 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 𝜔𝜔0

2𝑥𝑥 = 0 
 

 

x'(t) = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥(𝑡𝑡)  (жылдамдықтың теңдеуі).

Қызыл түспен берілген график дифференциалдық теңдеудің нақты шешімі:  x(t) 
(координата теңдеуі).

3 мысал. Кез-келген еркін механикалық тербелістер уақыт өтуімен өшетіні белгілі. 
Өйткені тербелістегі денеге ортаның кедергі күші әсер етеді. Ортаның кедергі күші 
дененің жылдамдығына тура пропорционал болған жағдайды қарастырайық. Демек 
ортаның кедергісі күшінің бағыты жылдамдыққа қарсы болады. Кедергі теңдеуі   
𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.   
 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
 

 

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

 

 

𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
 

 

Өшетін тербелістер жасайтын дененің қозғалыс теңдеуін мына түрде 
болады:

                                                               

 
𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.   
 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
 

 

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

 

 

𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
 

 

 
𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.   
 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
 

 

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

 

 

𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
 

 

екенін ескере отырып және теңдеудегі барлық мүшелерді теңдіктің сол 

жағына шығарып, төмендегі теңдеуді жазамыз:
            

                                                        

 
𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.   
 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
 

 

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

 

 

𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
 

 

Осы теңдеу құрамындағы мүшелерді m шамаға бөлеміз де мынандай белгілеулер 
енгіземіз:

 
Листинг 2 

1. Көк түспен берілген график дифференциалдық теңдеудегі 
функцияның бірінші туындысының графиктік шешімі:  x'(t) = 𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑥𝑥(𝑡𝑡) 
(жылдамдықтың теңдеуі). 

2. Қызыл түспен берілген график дифференциалдық теңдеудің нақты 
шешімі:  x(t) (координата теңдеуі). 

3 мысал. Кез-келген еркін механикалық тербелістер уақыт өтуімен 
өшетіні белгілі. Өйткені тербелістегі денеге ортаның кедергі күші әсер етеді. 
Ортаның кедергі күші дененің жылдамдығына тура пропорционал болған 
жағдайды қарастырайық. Демек ортаның кедергісі күшінің бағыты 
жылдамдыққа қарсы болады. Кедергі теңдеуі   𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.  Өшетін тербелістер 
жасайтын дененің қозғалыс теңдеуін мына түрде болады: 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 екенін ескере отырып және теңдеудегі барлық мүшелерді теңдіктің 

сол жағына шығарып, төмендегі теңдеуді жазамыз: 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
Осы теңдеу құрамындағы мүшелерді m шамаға бөлеміз де мынандай 

белгілеулер енгіземіз: 
𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
Есептеулер нәтижесінде төмендегі бір текті  сызықты дифференциалдық 

теңдеу аламыз: 
𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

Табылған теңдеудің аналитикалық шешімі мынандай болады: 
𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
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𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.   
 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
 

 

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

 

 

𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
 

 

Есептеулер нәтижесінде төмендегі бір текті  сызықты дифференциалдық теңдеу 
аламыз:

    
                                                          

 
𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.   
 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
 

 

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

 

 

𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
 

 

Табылған теңдеудің аналитикалық шешімі мынандай болады:

                                                      

 
𝑓𝑓үй = −𝑟𝑟𝑟𝑟.   
 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 =  − 𝑣𝑣 − 𝑘𝑘𝑘𝑘 

 

𝑣𝑣 = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑  

 

𝑚𝑚 𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 +  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 0 
 

 

𝑘𝑘
𝑚𝑚 = 𝜔𝜔0

2  және  𝑚𝑚 = 2. 
 

 

𝑑𝑑2𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡2 + 2 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜔𝜔0
2𝑥𝑥 = 0 

 

 

𝑥𝑥 =  𝐴𝐴0𝑒𝑒− 𝑡𝑡 sin(𝜔𝜔0𝑡𝑡 +  𝜑𝜑0) 
 

 Дифференциалдық теңдеудің компьютерлік шешімі төменде көрсетілген (Листинг 3). Көк 
түспен берілген график жылдамдықтың, ал қызыл берілген график дифференциалдық 
теңдеудің нақты шешімі:  x(t) (координата теңдеуі).

Листинг 3
Талқылау

Дифференциалдық теңдеулер теориясының басты бөлімдері кеңейіп, қазіргі уақытта 
тәуелсіз ғылыми бағытты жасап отыр. Дифференциалдық теңдеулердің көмегімен 
мынандай өзекті ғылыми мәселелерді шешуге болады: бізді қоршаған ортадағы жанды 
және жансыз  табиғаттың эволюциясын, радиоактивті заттардың ыдырауын, химиялық 
реакциялардың жылдамдығын және тағы басқа құбылыстардың өзгерісінің белгілі бір 
параметрлерге тәуелділігі.

Дифференциалдық теңдеулерді шешу әдістемесінде аналитикалық және жуықтау 
әдістері негізгі тәсілдер болып саналады. Ал жуықтау әдісі мынандай екі түрге бөлінеді: 
сандық және графиктік. Дифференциалдық теңдеулерді шешу кезінде аналитикалық 
әдістерді қолдану шешімді нақты функциялар түрінде алуға мүмкіндік жасайды. Сандық 

Дифференциалдық теңдеудің компьютерлік шешімі төменде көрсетілген 
(Листинг 3). Көк түспен берілген график жылдамдықтың, ал қызыл берілген 
график дифференциалдық теңдеудің нақты шешімі:  x(t) (координата теңдеуі). 

 

Листинг 3 
 
Талқылау 
Дифференциалдық теңдеулер теориясының басты бөлімдері кеңейіп, 

қазіргі уақытта тәуелсіз ғылыми бағытты жасап отыр. Дифференциалдық 
теңдеулердің көмегімен мынандай өзекті ғылыми мәселелерді шешуге болады: 
бізді қоршаған ортадағы жанды және жансыз  табиғаттың эволюциясын, 
радиоактивті заттардың ыдырауын, химиялық реакциялардың жылдамдығын 
және тағы басқа құбылыстардың өзгерісінің белгілі бір параметрлерге 
тәуелділігі. 

Дифференциалдық теңдеулерді шешу әдістемесінде аналитикалық және 
жуықтау әдістері негізгі тәсілдер болып саналады. Ал жуықтау әдісі мынандай 
екі түрге бөлінеді: сандық және графиктік. Дифференциалдық теңдеулерді 
шешу кезінде аналитикалық әдістерді қолдану шешімді нақты функциялар 
түрінде алуға мүмкіндік жасайды. Сандық әдістерді қолдану кезінде тәуелсіз 
айнымалының берілген нақты мәндеріне сәйкес қажетті шешімнің жуықталған 
сандық мәндерінің кестесін ала аламыз. Ал графиктік әдістер арқылы 
дифференциалдық теңдеудің шешімін тек график түрінде алуға  болады.  

Компьютерлік технология құралдарына жататын MathCAD пакетін 
қолдана отырып оқушылар дифференциалдық теңдеудің шешетін  қажетті 
шағын бағдарламаларды құрастырды. Осы бағдарламалар көмегімен  теңдеудің 
графиктік және сандық шешімдерін тапты. 

 
Қорытынды 
Мақалада орта мектептегі математикада қарастырылатын 

дифференциалдық теңдеулерді шешу барысында компьютерлік технологияны 
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әдістерді қолдану кезінде тәуелсіз айнымалының берілген нақты мәндеріне сәйкес 
қажетті шешімнің жуықталған сандық мәндерінің кестесін ала аламыз. Ал графиктік 
әдістер арқылы дифференциалдық теңдеудің шешімін тек график түрінде алуға  болады. 

Компьютерлік технология құралдарына жататын MathCAD пакетін қолдана отырып 
оқушылар дифференциалдық теңдеудің шешетін  қажетті шағын бағдарламаларды 
құрастырды. Осы бағдарламалар көмегімен  теңдеудің графиктік және сандық 
шешімдерін тапты.

Қорытынды

Мақалада орта мектептегі математикада қарастырылатын дифференциалдық тең-
деулерді шешу барысында компьютерлік технологияны қолдану жолдары зерттелді. 
Ұсынылып отырған жұмыс орта мектеп математикасында дифференциалдық теңдеул-
ерді игеру және дифференциалдық теңдеулерді шешу жағдайында қолданбалы бағытты 
жүзеге асыру әдістемесіне жатады. 

Зерттеу барысында төмендегі мәселелер толық шешілді: 
Дифференциалдық теңдеулердің қолданбалылық қасиеттері толық ашылды;
Орта мектеп математикасын оқыту үрдісінде физикалық құбылыстарды пайдалану 

жолдары анықталды;
Дифференциалдық теңдеулерге байлананысты мәселелерді оқып үйренуге қажетті 

физикалық құбылыстар компьютерлік технология көмегімен зерттелді; 
MathCAD пакетін қолдана отырып білім алушылар дифференциалдық теңдеудің 

графиктік және сандық шешімін алуға қажетті шағын бағдарламаларды құрастыру 
тәсілдерімен танысты; 

Дифференциалдық теңдеулерді шешуде MathCAD қолданбалы бағдарламалар пакетін 
қолдану алгоритмі жасалды.
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Решение дифференциальных уравнений с помощью пакета прикладных программ 
MathCAD, характеризующих физические явления

Аннотация. Учебные материалы, относящиеся к дифференциальным уравнениям, включены 
в последнюю главу математики в старших классах обновленного содержания среднего 
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образования. В настоящее время методика преподавания главы «Дифференциальные уравнения» 
находится в состоянии становления. В статье изучены способы применения компьютерных 
технологий при обучении этой главе. В качестве инструмента компьютерной технологии был 
выбран пакет прикладных программ MathCAD. 

В нашем исследовании раскрыты прикладные вопросы дифференциальных уравнений в процессе 
обучения школьной математике и принцип межпредметной связи между математикой и физикой. 
Процесс решения дифференциальных уравнений с помощью пакета MathCAD формирует у 
школьников умения использования  компьютерных технологий. В процессе применения пакета 
MathCAD студенты обучаются созданию компьютерных программ, необходимых для получения 
графического и численного решения дифференциального уравнения. Рассмотрены примеры 
решения линейных дифференциальных уравнений, описывающих физические явления с помощью 
пакета MathCAD. Исследованы дифференциальные уравнения, характеризующие движение тела 
в вязкой среде, состояния колебательных гармонических и затухающих колебаний. Разработана 
программа в среде MathCAD для решения указанных дифференциальных уравнений и создана 
технология их применения.

Также в статье рассмотрен алгоритм применения пакета прикладных программ MathCAD при 
решении дифференциальных уравнений.

Ключевые слова: дифференциальные уравнения, прикладные вопросы, задачи физического 
содержания, пакет прикладных программ MathCAD, графические и численные решения урав-нений.
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Solving differential equations using the MathCAD application software package describing 
physical phenomena

Abstract. Educational materials related to differential equations are included in the last chapter of 
mathematics in high school updated content of secondary education. Currently, the teaching methodology 
of the chapter "Differential Equations" is in a state of formation. The article examines the ways of using 
computer technology in teaching this chapter. The MathCAD application software package was chosen 
as a computer technology tool. 

Our research reveals the applied issues of differential equations in the process of teaching school 
mathematics and the principle of interdisciplinary communication between mathematics and physics. 
The process of solving differential equations using the MathCAD package forms students' skills in using 
computer technology. In the process of using the MathCAD package, students are trained to create 
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computer programs necessary to obtain a graphical and numerical solution of a differential equation. 
Examples of solving linear differential equations describing physical phenomena using the MathCAD 
package are considered. Differential equations characterizing the motion of a body in a viscous medium, 
the states of vibrational harmonic and damped oscillations are investigated. A program has been 
developed in the MathCAD environment for solving these differential equations and a technology for 
their application has been created.

The article also discusses the algorithm for using the MathCAD application software package for 
solving differential equations. 

Keywords: differential equations, applied questions, problems of physical content, MathCAD 
application software package, graphical and numerical solutions of equations.
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